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TELAS DE ARANA 
Dalos personales. 
Manuel Mor~n Cabr~. Doctor en Matem~ticas por la U. C. M. 
Profesor del departamento de An~lisis Econ~mico de la Facultad de 
Econ~micas de la U.C.M. 
RESUMEN. 
Se esludia la din~mica generada en un sislema de reclas por 
proyecciones m'::'luas consecutivas, din;'mica que determina ~rbit..as 
en "lel as de al' a!"ía". Se cl asi 1'i can los casos posi bl es y se 
demueslra .un leorema gen';'rico de exislencia de punlo 1'ijo. que 
liene aplicaciones para probar leoremas de geomelria cl~sica. Esle 
arliculo 1'ue concluido en 1'ebrero de 1986. 
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1.- DESCRIPCION y DEFINICIONES 
Sean. R a {rl ,r2,r3, •••• ,rnl 
nes ordenadas de rectas de un 
y S '" { sI' s2' s3' .... , sJ coleci,2 
plano. Consideramos además las apli-
caciones Pi: r i >- r i~l que aplican los pu.ntos de la recta -
r i sObre los de la recta ri~l proyectándolos según la direcci6n de 
la recta si ( paralelamente a si ) como indica la fig. 1 • 
Tales aplicaciones estarán bien definidas siempre que las rectas -
ri,ri~l no sean paralelas a si" El conjunto de subíndices de las -
r i 10 vamos a consiúerar Zn ( enteros m6dulo n ), de forma que ---
n '" O Y n~l '" 1, etc" Por tanto : Pn: r n > r l 
figura 1 
Las rectas de la colecci6n R y las de S pueden estar repetidas, c,2 
mo en la fig. 1 donde r l • 
pero sl ~ s4 y ello impide 
s1' s2,s3" 
r 4 , r 2 '" rS ' r 3 '" r 6 s2'" 
reducir las colecciones a 
s5' s3 .. s6 ... 
rl'r2,r3 y a 
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Cabe incluso considerar dos rectas consecutivas repetidas, en cuyo 
caso la correspondiente Pi seria la identidad. 
Las p. de indices consecutivos pueden componerse entre sI, de for-
~ 
Pi 1'2. 
ma que, por ejemplo Pl,2 : r l > r 2 >-r3 y en general se de-
fine Pk,kU = PkUoPk ; Pk,kU .. PkHoPkU-l •••• oPk • ParticulB;!: 
mente y cuando i .. n-l tendremos: 
1 
Pk ~ Pk,k~n-l .. Pk~n-loPk~n-2 ••••••• oPk 
Estas aplicaciones tienen r k por dominio e imagen. Son biyecciones 
de r k • Por tanto pueden componerse consigo mismas dando lugar a las p~, P~ , 'p~ donde los superindices pueden ser números enteros tan 
grandes como de quiera. Un interés particular van a tener las imá-
genes de.un punto X
o 
de r k por las p~ y mas en general por las ---
Pk,k~ioP~ .. Al unir por rectas las imágenes de estas'últimas para 
valores consecutivos de i, se obtiene un diseño en forma de tela -
de araña, como se observa en la figura 1 • Por eso: 
Definimos tela de araña de rectas soporte R y rectas de direcci6n 
S a la terna T = (R,S,P) formada" por dos colecciones del mismo --
número de rectas y las 
descritas P=lPl,P2 
correspondientes proyecciones P mas arriba 
'Pn' • 
También puede definirse a partir de T la tela de araña inversa, 
-1 T , formada con las mismas colecciones de rectas soporte y de di-
recci6n tomadas en orden inverso, y una colecci6n de aplicaciones 
que resultan las inversas de las de T: 
-1 ( -1 -1 -1) T e .R ,8 ,P con: 
R-
l 
- {rí,r2,···,r~J .. lrn,rn_l,···,rli 
s-l .. lsí,s2, ••• ,s~J - lsn_l'sn_2' ••••• , 
p-l .. lpí,P2,···,p~j .. ¡P~:l'P~:2""'" 
Siendo con este convenio las relaciones entre los 
r ' , p.-t i .. rn-i~l' si" sn_i' i .. Pn-i 
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2 • - PROP !EDADES 
Ca,da una de las Pk: r k ~ rk.f.l tienen la siguiente propiedad: 
P-J Si por d(x,y) entendemos la distancia de dos puntos arbitra--
rios x,y, de r k , y por d(x', y') la distancia de las imágenes de 
x e y por Pk en rk.f.l ' se verifica: 
d(x',y') _ ~d(x,y) 
Donde ~ es un ndme~o real y positivo independiente de x e y,que -
llamaremos m6dulo de proyecci6n de Pk: IPkl= ~ 
50<, 
y 
y' 
figura 2 
En la fig. 2 se muestra el caso en que r k y rk'l T son paralelas. 
Se tiene: d(x' ,y')- d(x,y) y ~ .. 1 
En la fig. 3 se muestra el caso en que las rectas r k y r k.f.1 se co! 
tan en un punto O 
o 
fig 3 
!.o( Ox O~' l' b .. ) Ox = mk·Ox sen sen a ->.. 
sen a -yo, 
m.. .. Y = m.. .Oy 
.K sen b .It 
Igualmente 
Restando ambas igualdades se obtiene: 
d(x', y') = /Ox'- Oy'l= ~/ox-OYI = ~d(x,y) 
La 'expres16n para el m6dulo de proyecci6n ~ = ::~; será utiliza-
da mas. 'adelante. 
Por ap1icaci6n consecutiva de esta propiedad se tiene 
(1) d(Pk,k.f.;j (x),Pk,k.f.j(Y» .. ~·~.f.l·~.f.2· • ~.NX,y) 
y a estos productos los llamaremos m6dulos de proyecci6n de las 
IPk,k.f.jl' En particular cuando j .. n en el segundo miembro de (1) -
intervienen todos los mk ' y el producto será indepen1iente de k 
Este producto es el m6dulo de proyecci6n de todas las p! y se lla-
mará simplemente m6dulo de proyecci6n de T: ITI .. m .. nmi 
(jlln 
_1 
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P- 2 Si ITI- m ~ l. , entonces cada r k tiene uno y un solo punto -
fijo para la aplicaci6n P~ : r k ~ r k • 
Supongamos primero que m< 1 • Entonces la aplicaci6n P~ verific~: 
d(x' ,y') .. m.d(x,y) , y como m< 1, se trata de una apli-
caci6n cont:cactiva, que segdn el cono:üdo teorema del punto fijo,-
válido para aplicaciones contractivas en espacios métricos, tendrá 
un único punto fijo tal qu.e P~:(~) '"' ~. Además, el punto fijo -
~, se puede obtener comol!mite de las .sucesivas imágenes de un-
punto arbitrario de r k por las aplicaciones P~,P~, ••• , P~ , como 
resulta ilustrado en la fig. 4 para los puntos p y q de r Z• 
Si· :fuera m>l, entonces,: .considerariamos la tela de araña inversa,--
-1 -1 T , cuyas aplicaciones son las Pk • Segdn las notaciones de la --
fig 3, IPk-ll" sen: __ 1_ Y por lo tanto IT-ll = .J:.<l • Bas-
sen ~ -1 m 
ta ahora aplicar el anterior razonamiento a T para obtener la --
¡ 
existencia y unicidad de puntos fijos en r k para las P~ que como 
sabemos son inversas de las P~ • Pero los puntos fijos de una apll 
caci6n biyectiva y su inversa son los mismos, con lo que se prueba 
nuestra afirmaci6n. 
Tenemos además, si ak es el punto fijo 1 
PkH ( Pk(~» =Pko Pk-t Pk-2 
= Pk( ak) • 
de ,.rk : 
•••• 0 Pk (a:) = 
1 Luego Pk(ak ) resulta ser el punto fijo ak~l para Pk+l Y reiter~ 
do el razonamiento el punto fijo de r k+i ' ~+i ' se obtiene como 
imagen de ak por la aplicaci6n Pk,k+i. Todos los ~~i forman los -
vértices de un pol!gono inscrito en las rectas soporte de la red -
y con los lados paralelos a las rectas de direcci6n, que, en vir--
tud de la unicidad, es el único pol!gono que cumple estas dos con-
diciones. En la figura 4 se tiene un ejemplo de todo esto. La te-
la cuyas rectas de direcci6n son {sJ fEZ y las rectas soporte, 
{rJ iaZ
6 
con r 19 r 4 y r 2 .. r 5 • Dos pun~os arbitrarios p y q de 
r 2 convergen al punto fijo a2" El exágono formado por los puntos 
fijos {a.) i Z es el único inscrito'en las rectas de R y con la-
~ E 6 
dos paralelos a las de S ( se entiende que el lado que tiene vértl 
ces en .rk y r k+l debe ser paralelo precisamente a sk. De otra fo! 
ma habria mas soluciones.) 
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Es interesante observar como la tela de araffa inversa, que tiene -
m6dulo mayor que uno, hace diverger las trayectorias de todos sus 
puntos. 
fig 4 
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1 P-3 • Si es T -(R,S,P) conlTF 1 la llamaremos regular. Ahora las Pk 
son isometrla.s de r k y pueden producirse en r k los siguientes casos 
a) P~ es una traslaci6n. No hay nin~ punto fijo. 
b) Si p~, es la identidad, todos los puntos de r k son 
fijos. 
c) Si p! es una simetria entonces el ~ico punto fijo --
~ es el centro de simetria y P~ es la identidad con todos los --
puntos fijos. 
Además como l~ imagen de los ~ fijos por las Pk,k+i son puntos f1 
jos se~ el razonamiento hecho en P-2, lo que sucede en r k sucede 
erí.1aa demás rectas soporte: ya ';·.le los tres casos se pueden ident1 
ficar solamente por el n~ero de puntos fijos : Ninguno, todos o -
uno respectivamente • En las figuras 5, 6 Y 7 se ilustran los ca-
sos a) b) y c). 
figura 5 
Figura 6 
Figura 7 
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De esta manera quedan clasificadas las diversas telas: 4e araña. Un 
caso interesante se produce cuando las rectas soporte convergen en 
un mismo punto O. En dicho caso O será obviamente un punto fijo y 
si el m6dulo de la tela es dil'ltinto de 1, será el l1nico punto fi--
jo, y el l1nico polígono degenerado en un solo punto, inscrito en -
las rectas soporte y de lados paralelos a las de direcci6n.(fig ~) 
Si el m6dulo fuera 1, descartado el caso a) , quedarían los b) y 
c) • La misma fig ~ ilustra estos casos seg"dn se consideren las --
seis rectas soportes r i con ri~3 .. r i y las correspondientes rec-
tas de dir~~ü:.5n (03.80 b) , o solo tres rectas' soportes y tres de 
direcci6n (caso c). 
Supongamos ahora un pOlígono de 2n lados. Asociada a él hay una t~ 
la de araña cuyas rectas soporte son las diagonales que unen vérti 
ces opuestos ( ak con ~+n) y c~yas rectas de direcci6n son los l~ 
dos del polígono, siempre que ningun lado coincida con ninguna di~ 
gonal ( basta que no haya tres vértices alineados). Como los vérti 
ces del polígono són evidentemente puntos fijos , si el m6dulo de 
la tela de araña asociada es'distinto de 1, no puede haber mas 
puntos fijos y por tanto las diagonales soporte no pueden concu---
rrir en un solo punto. Se puede afirmar por tanto que: 
P-4 Una condici6n necesaria para que las diagonales de un polígono 
de 2n lados concurran en un punto es que el m6dulo de la tela de -
araña asociada se igual a uno. Reiterando el razonamiento hecho en 
la demostraci6n de P-l y con las notaciones de fig 9, el m6dulo de 
la tela asociada a un pOlígono puede evaluarse mediante la expre--
si6n 
(2) m .. sen al • 
sen b l 
sen a 2 
sen b2 . . . ~ 
Casos particulares interesantes se producen 
sen a 
• sen b-.~ 
a) Cuando bi .. a , y entonces por (2) resulta m= 1 
. 1 
b) bi .. ai~l y a i .. bi~l para i= 2k • Este caso es el que se pr~ 
senta precisamente en el teorema de Morley ( ver aplicaciones pun-
to b) , Y en él tambien es por (2) m .. 1 
..; 10':- -
figura 8 
a~ c~ 
V, $~ ,,~ 
~3 figura o c~ -' 
(~ 
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3,- APLICACIONES 
Vamos a ver dos casos de aplicaci6n 
a) Una demostraci6n del teorema de Ceya 
Sea un triángulo cualquiera y tres rectas que pasan por sus vérti -
ces, Consideremos la tela de araña cuyas rectas soporte son estas 
áltimas y cuyas rectas de direcci6n son los lados del triángulo, -
Con arreglo a la notaci6n de la fig 10 Y teniendo en cuenta (2) 
sen a. sen a sen' a d •.• P~4." m - b 1 2 -- 3 , Por tanto, . 
sen '1 sen b2 sen b 3 
, si 
las 
del 
I 
rectas soportes convergen en un punto, este y J.os ve:rtices --
triangulo son dos puntos fijos en cada reota soporte y la tela 
es regular con 10 que m ~ 1, que es precisamente la forma trigono-
métrica del teorema de 
Teniendo en cuenta que 
Ceva, 
sen ai .. 
sen bi = 
, 
sen ai +l , 
sen bi+2 
Pi+lqHl ieZ3 Yi qiH 
PH2 qi 
i 6 Z3 qI qHl 
Sustituyendo y simplifioando queda el teorema de Ceva : 
(3) '-1 = Plql P2 q2 P3q3 donde el signo de m se justi 
Plq2 P2q3 P3ql 
fica porque al dotar de orientaci6n a los segmentos, los tres del 
numerador la tienen cont~aria a los del denominador, 
Inversamente, si (3) se verifica, entono es las reotas deben con -
currir, porque si tomamos las rectas r l y r 2 y su punto de corte, 
y trazamos la recta ,r3 que lo une oon q2 esta cortará al lado 
s3 en un punto P3 que necesariamente hace la expresi6n (3) igual 
a -1 lo que significa que divide al segmento oon la misma raz6n -
simple que P3 y ambos deben ooincidir, como r 3 con r3' En el oaso 
del triángulo m=l es por tanto condici6n necesaria y suficiente--
para la conourrenoia de las rectas soporte, 
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Figura 10 
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b) Demostraci6n del Teorema de Morley para triángulos acutángulo§ • 
. El teorema de Morley establece que las trisectrices de cualquier-
triángulo se cortan en los vértices de un triángulo equilátero si 
consideramos las intersecciones de los pares de trisectrices mas 
pr6ximas a cada lado. En la figura 11 los vértices ser!an c2~4,c6 
Para demostrarlo trazamos las rectas t l , t 2, t 3, bisectrices de 
los ángulos ~, ~, ~ respectivamente. Se obtiene asi: 
(4) a3=b2= 30 + 0(,/3 ; a2=b3= 90 - ol./3 ; a5=b4= 30+ (!>13 
a4.=b5= 90- ~ 13_,; al=b6~ 30 +"ó 13 ; a6=bl = 90- "ó 13 
fll'2 ;= 93 = t 3\ = 60' 
Además como hemos supuesto el triángulo AtO acutángulo se tiene: 
( 5) el 1 3 , PI 3 , T/3 <: 30· 
a2 ,a4 ,a6 "> 60 Debemos demostrar que t l ,t2,t3 concurren en un mismo punto q. 
Si asi fuera, bastará probar que qC2=qc4cqc6' pues teniendo en 
cuenta que los ángulos que forman las t. son de 60 2 , q seria el ~L 
baricentro de un triángulo eqUil~rO c2,~,c6 • Pero si las ti 
Co~curren en q, los t~iángulos c2c 3Q3 y C~4q2' semejantes por te 
ner los ángulos iguales, al ser c3q1"c3q3=c3q, pasarian a ser tri-
ángulos iguales, y de esto se deduce qc2=qc4 • De la misma forma se 
podría inferir de la concurrencia de las ti en q que qc 2=qc 6 y de 
aquí el teorema • 
Probaremos que las ti concurren en q. Suponiendo que no fuera asi, 
estas rectas se cortan,bien de manera que ql(intersecci6n de t l y 
t 2 ) esté en el mismo semiplano respecto de t 3 que clY c2 ' como en 
la figura 12, bien estando ql en distinto semiplano como en fig 13 
Consideremos ahora la tela de arafia asociada al exágono clc2c3c4c5 
c6 que por (4) está en el caso b) desprito en P-4 y por tanto tie-
ne m6dulo 1 y cl es punto tijo en .: '. t l • Teniendo en cuenta que 
los ángulos del triángulo q~q3 son de 60 y (5) resulta como se 
muestra en las figuras 11,2 y.13 pi (ql) .. qí f.. ql • Así (ver P-3) 
1 Pl no pertenece a los casos a) ni b) • Tampoco puede ser una sime-
tria por estar ql yqí del mismo lado de cl • De esta contradicci6n 
se deduce el teorema. 
, 
i , 
) 
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figura 11 
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